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Chap.2 — Outils mathematiques
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i‘ 1 : probabilites

2 2 signaux aléatoires

3 : théorie de I’estimation
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1 — Probabilités == Chap 2

« Probabilité sur Q={x;ie[LN]} v.a.
Définitions.
«une loi de probabilité sur 2 est définie par un ensemble de N nombre
Py, ---,Prn: dans [0,1], tels que : p,+...+p=1».

«p, =P(x,), est la probabilité de I'evenement elementaire x, ».

« Un évenement A est une partie 2. Sa probabilité est :.P(A): Z Py
K;x, €A

« Soit 2 evenements A,,A, exclusifs, alors P(A;+A,)=P(A))+P(A,) ».

« Soient 2 événements disjoints, A et B, sur 2, et .
La probabilité conjointe vérifie : 0< P(A,B)<1 ».

« La probabilité conditionnelle est donnée par : P(A‘B): PF(’?I;)?) ».

P(BJA)-P(A)
P(B)

»,

« Formule de Bayes :P(A‘ B):
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== Chap 2

Variable aléatoire sur R v.a.

Définitions.
«Une fonction réelle f sur R est une densité (de probabilité), si elle est
- . P T 400
positive, intégrable, et vérifie:. _[ f(x) dx=1

—0o0

X
«Soit f une densité. Sa fonction de répartition est : F(X): j f(t)-dt
Elle est croissante, continue, et vérifie : —wo

lim F(x)=0 et lim F(x)=1>».

X—>—0 X—>+0

« On note L! (resp L? ), 'ensemble des v.a.r. X telles que E(|X|)<+
(resp. E(|X]?)<+).»

« Une v.a.r. X (Q=>R) est continue si il existe une densite f,, telle que:

wxeRF,(x)=P(X e Foes)= [ 1,(0)-dt
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Moments d’1v.a.

Moyenne : E(X)=m_ = 'fx-f(x)~dx

Ecart-type: o = E((X —-m, ¥ ): T(x -m ) -

Moments d’ordre K : E(X k): Txk . f(x) dx

Moments centrés d’ordre k : E((X —m, )k)

. ;e _ X
Fonction caractéristique : )= e’V

— Propriété fondamentale :

== Chap 2

v.a.
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== Chap 2

Combinaison de variables aléatoires v
Fonction de repartition conjointe : F(Xl’ X2)= j _‘. f(tl’t2)° dt, -dt,
o
& (X, x )= F(X,- ) X
La densité est donc :  f (X1 %,) O%, 0% (% %,)
indépendance : T, %)= f(x) f(x,)---f(x,)
Densités conditionnelles et formule de Bayes
s’appliquent : f (X1 Xz): f (Xl‘xz)' f (Xz)
Vecteurs aléatoires et changement de variables 09, 09, 09,
y=(y, - v J)ix=(y, - w) | %
. - o9, 09, 09,
=0l x=gy) ¥, N,
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* Les lois importantes

— loi (épreuve) de Bernouilli ; Loi Binomiale
— Loi uniforme

— Loi Normale (gaussienne)

Théoréme central limite
Lois multivariables

— Loi du Khi-2

— Loi de Rayleigh

— Loi de Rice

— Loi de Nakagami-m

— Loilog-normale

== Chap 2

v.a.
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2 — Signaux aléatoires = Chap 2

Définitions. signaux a.
«X(t) est un processus aléatoire sur 2.
Qest I'ensembles des signaux réalisables du processus ».

Stationnarité : x(t) est stationnaire au sens strict ssi :
f(x(®)=f(x(t+7)) ¢

Moments : E(Xk)z E(xt‘:):Txk(’[) f(x(t

E(xix! )= [ [%(t) (x(t, ) x(t,))- dx(t, )- dx(t, )

—00—00

Corrélation d’'un processus ergodique :

D, (0)=E(X, X, )= [ [X(0)-x(t—2)- £ (xt) x(t—))-d(t)- ot —7)

—00—00

Comparez a la corrélation d’un signal déterministe???
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== Chap 2

Corrélation signaux a.

Intercorrélation.
«pour des signaux stationnaires :

Do (-7)=,,(r) = E(X(t)X(t+ 7))

L’indépendance statistique des v.a. s’étend aux processus. On dit de 2
processus x(t) et y(t) qu’ils sont décorrélés si:

Processus stochastique complexe :

(cas des signaux en b.b.)
Z(t)=X(t)+j-Y(t)

@,(r) = @7 (t+7)

:%[(Dxx(z')+ q)yy(T)-l- | -d)yx(f)— J '(ny(f)]
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== Chap 2

Densité spectrale de puissance signaux a.
Définition.
«la transformée de Fourier d’un signal infini n’est pas définie »
La DSP d’un processus aléatoire est définie par :

d(f)= Td)(r)-e_jzm -dr

On peut étendre cette définition a I'intercorrélation.Le spectre de densité
de puissance croisée (cross-power density spectrum)

Réponse & un systeme linéaire : CDyy(f ):‘H (f ]2 @, (f)

Signaux echantillonnés

(I)(f)zkid)(k)-ejz”fk
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3 — Estimation = Chap 2

Position du probleme général
Probleme inverse:

« retrouver un vecteur de parameétres a partir d’'une observation bruitée».
b(k)
y(k)
g(k)=??

 Les estimateurs

— Principe : maximiser / minimiser un critere J (6?) en fonction
d'un jeu de paramétres .
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== Chap 2

estimation

— Critere moindres carrés (MSE):

Si on fait I'hypothése d'un systeme linéaire, les paramétres a
estimer sont les parametres du filtre de réception : 0= g

3(0)=E((x(k) -2 )
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== Chap 2

estimation

— Vraisemblance (MLSE):

Définition : « la vraisemblance se défini comme la probabilité
d’observer une certaine réalisation, pour un ensemble de

arametres fixées ».
" L(6)=P(Y|6)
Ici, les parametres sont definis par I'entree : @ = x

y(k)=>_h(n)-x(k-n) 3
Si le bruit est gaussien: J (6’)= In(P(Y‘X ))Z ”y — y”Z

X =arg rinelgn(“y - VHZ)

on obtient : )2 Z(Ht-H)_l-H-Y
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== Chap 2

estimation

— Maximum a Posterori (MAP):

Définition : « la probabilité a posteriori P(H‘Y) est la probabilité
associée a un ensemble de parametres, étant donnée une
certaine observation».

P(Y|0)-P(6)

On utilise la formule de Bayes : P(Q‘Y): P(Y)

On prend encore @ = X

Le critere du MAP est : X = arg max (P(9|Y ))

XeQ

si 0 est équiprobable : MAP(8)= L(8)
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