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RÉSUMÉ. Ce papier introduit formellement une nouvelle approche d’allocation des tâches d’un graphe
de dépendences associé à une fonction de temps affine aux processeurs d’une architecture régulière.
L’approche proposée ici est basée sur des transformations par re-indexation qui accroissent le paral-
lélisme potentiel de la plus faible des méthodes d’allocation, la méthode de projection. L’approche
proposée est automatisable. De plus, elle conduit à des résultats de complexité plus intéressants que
ceux donnés par d’autres approches.

ABSTRACT. This paper address the issue of mapping DAGs associated with affine timing func-
tions onto regular arrays. This transformation is used in the design (or compilation) of highly parallel
embedded systems such as VLSI systolic arrays. In this paper, we formally introduce an allocation
method based on a pre-processing by re-indexation that transforms the initial DAG into a new one that
enables the projection method to minimize the number of processors along a number of directions.
Compared to previous allocation methods this new allocation method provides better results, in term
of the overall number of processors. Furthermore, for two-dimensional DAGs it systematically leads
to space-optimal designs. For DAGs of upper dimension it systematically leads to designs for which
the space complexities are bounded by the best space complexity that both the projection method
and the so-called grouping method can give for the initial DAG.

MOTS-CLÉS : Système embarqué et parallèle; réseau régulier;fonction de temps; fonction d’alloca-
tion; complexité en temps et en surface; re-indexation; graphe de dépendences

KEYWORDS : parallel embedded system; regular array;timing function; allocation function;space-
time complexity; re-indexation; dependence graph
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1. Introduction

Ce papier étudie le problème d’allocation des tâches d’un graphe de dépendances as-
socié à une fonction de temps affine sur réseaux réguliers, avec un accent particulier sur
l’optimisation en nombre de processeurs (PEs). C’est ainsique pour situer notre contribu-
tion par rapport à l’état de l’art, nous présentons les méthodes d’allocation précédemment
proposées :

1) Méthode de Projection[13, 15, 18]. Ceci correspond aux allocations linéaires.
Le principal défaut de cette méthode provient de la sous-utilisation des PEs du réseau
[1, 3]. Dans [18, 15, 11] les auteurs utilisent des techniques de programmation en nombres
entiers pour trouver une direction de projection optimale.Cependant, l’allocation linéaire
correspondante peut ne pas être optimale.

2) Méthode de Groupement Linéaire(ou Clustering)[3]. L’objectif de cette mé-
thode est de réduire le nombre de PEs d’un réseau obtenu par laméthode de projection en
fusionnant des groupes de|λtξ| PEs voisins dont les dates d’occupation sont distinctes.
Ce qui permet de réduire le nombre de PEs d’un facteur de|λtξ|. où λ est le vecteur
d’ordonnancement etξ la direction de projection. Le nouveau réseau ainsi obtenu est lo-
calement connecté et chaque processeur est actif à chaque instant entre ses dates de début
et de fin d’exécution des tâches. Cependant, bien que cette propriété soit intéressante, elle
n’implique pas l’optimalité en nombre de PEs. Un autre défaut de cette méthode provient
de ce qu’elle s’applique uniquement dans le cas où|λtξ| ≥ 2.

3) Méthode de ré-allocation[1]. Comme dans la méthode de groupement, l’ob-
jectif de cette méthode est de réduire le nombre de PEs d’un réseau obtenu par la méthode
de projection. Pour ce faire, le réseau initial est partitionné en un ensemble de segments
parallèles à une direction appeléedirection de partitionnement. Les tâches de chaque
segment sont à nouveau affectées aux PEs de ce segment de manière à minimiser leur
nombre. Il va s’en dire que cette méthode cherche à minimiserle nombre de PEs sur
chaque< ξ, p >–tranche (Section 2) du graphe de dépendances, oùξ est la direction
de projection etp la direction de partitionnement. Cette approche garantit l’optimalité en
nombre de PEs sur chaque segment. Cependant, ceci n’implique pas que le réseau est
optimal en surface.

4) Méthode de Groupement Généralisé[17, 3]. Partant d’un graphe de dépen-
dances associé à une fonction de temps affine, on détermine une tranche d’ordonnance-
mentM de cardinalité maximale et on affecte les tâches aux PEs. Ensuite, on fusionne
des PEs qui ne sont pas actifs au même moment et qui sont tels que l’un d’eux a reçu
une tâche deM . Ceci permet de minimiser le nombre de PEs. Malheureusementles re-
groupements des PEs distants introduisent souvent des communications distantes ou des
irrégularités dans le réseau, ce que nous cherchons à éviterdans ce papier. Un autre dé-
faut de cette méthode provient de ce qu’elle est difficile à automatiser. Ce qui constitue
un frein pour son intégration dans les outils de synthèse (semi)-automatique.
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5) Méthode de Partitionnement[14, 16]. Le point de départ de cette méthode est
de partitionner le graphe de dépendance initialG en un ensemble de sous-graphes qui sont
construits de deux manières : 1. Soit directement en considérant l’intersection deG avec
un ensemble d’hyperplans parallèles. Dans le cas où les hyperplans sont de dimension
deux, l’approche corresponds à la méthode de ré-allocation. 2. Soit de manière récurrente
en considérantG comme un empilement de couches successives. La i-ème coucheCi

étant constituée de points de la frontière du graphe obtenu en supprimant tous les points
desi−1 premières couches, i.e. les couchesCj , j < i. Ensuite les tâches de chaque sous-
graphe sont affectées aux processeurs de manière à minimiser le nombre de processeurs
dans chaque sous-graphe.

Toutes ces méthodes d’allocation ne garantissent pas l’optimalité en surface. La plus
faible des méthodes d’allocation, en terme de capacité de réduction du nombre de PEs,
est la méthode de projection, et les plus intéressantes sontles méthodes de groupement
linéaire, de re-allocation et de partitionnement.

Ici, nous introduisons formellement une nouvelle approched’allocation basée sur un
pré-traitement par re-indexation qui transforme le domaine d’itération de départ en un
nouveau domaine qui se prête mieux à la méthode de projectionen termes de réduction
du nombre de PEs. Il convient de noter que cette approche d’allocation a été introduite
pour la première fois dans [7, 8], mais d’une manière intuitive. Notons également que les
transformations par ré-indexation ont déjà été utilisées pour atteindre d’autres objectifs
d’optimisation, notamment en parallélisation automatique [4, 5, 12]. Ici, l’objectif d’op-
timisation visé est l’augmentation du parallélisme de la méthode de projection.

L’approche présentée ici est automatisable. Elle donne desrésultats meilleurs, en
termes de nombre de PEs, par rapport à d’autres méthodes d’allocation. C’est ainsi que
nous établissons unrésultat de comparaison fortentre cette approche et les méthodes
de projection et de groupement linéaire. Cette nouvelle approche d’allocation constitue
en réalité une réponse positive à la question de l’automatisation de la méthode de par-
titionnement bien que connue pour sa puissance dans la synthèse des réseaux réguliers
[9, 10, 14, 16].

La suite est organisée comme suit. La section 2 introduit quelques définitions et nota-
tions. La section 3 présente formellement la nouvelle approche d’allocation. La section 4
compare cette approche à d’autres méthodes. La section 5 conclut ce papier.

2. Définitions et notations

Définition 1 Un vecteur est unimodulaire si ses composantes sont premiers entre eux.
Étant donné un vecteur unimodulaires, un domaineD est dit convexe suivant la direction
s si son intersection avec tout segment parallèle à la direction s correspond soit à un
ensemble vide, soit à un segment. Le domaineD est dit convexe s’il est convexe suivant
toutes les directions. SiD est convexe suivant une directions, nous appelons frontière
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Figure 1. Illustration de la fonction de re-indexation P1,D

de D suivant la directions, tout sous ensemble deD défini parFront(D, s) = {z ∈
D | z + s /∈ D}.

Définition 2 Étant donné deux vecteurs linéairement indépendantsv1 et v2, nous appe-
lons tranche de direction< v1, v2 >, notée< v1, v2 >—tranche, d’un domaineD toute
intersection deD avec un plan de direction< v1, v2 >, i.e parallèle aux vecteursv1 et
v2. Un tel plan est appelé plan de support de la tranche.

Proposition 1 [10] Une fonction de re-indexation de la formez → Uz + z0, où U est
une matrice constante d’ordren etz0 un point constant deZn, transforme la fonction de
temps affine[λ, α], t(z) = λtz + α, en une nouvelle fonction de temps affine[U−tλ, α −
λtU−1z0].

seg(z1, z2) désigne le segment d’extrémitész1 etz2. Etant donné un vecteur unimodulaire
s et un pointz d’un domaineD de dimensionn et convexe suivants, nous notons parzs,D

l’unique point deFront(D, s) appartenant à la ligne définie par le vecteurs et le pointz
et parzs la projection du pointz suivants sur l’hyperplan de dimension(n − 1) qui est
orthogonal às et qui contient le point nul(0, 0, 0, ... , 0)t ∈ Zn.

3. Présentation de la méthode

Ici nous montrons comment appliquer la re-indexation pour obtenir des domaines
d’itération bornés et de dimensionn à partir desquels on peut obtenir par projection des
réseaux qui minimisent le nombre de PEs suivant plusieurs directions. Partant du fait que
la méthode de projection suppose que les points ayant une même date d’exécution appar-
tiennent à un même hyperplan de dimension (n-1) qui est non-parallèle à la direction de
projection, nous considérons uniquement les fonctions de re-indexation qui assurent cette
propriété.

NotonsD, un domaine qui borné et de dimensionn. Posonst = [λ, α], t(z) = λtz+α.
Pour simplifier la présentation, nous supposons quet est normalisée, i.e.λ est unimodu-
laire. Notons< e1, e2, e3, ... , en > la base canonique deZn. Comme dans plusieurs
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travaux liés à cette question, nous supposons que les tranches d’ordonnancement sont
convexes.

3.1. Cas des Domaines de Dimension 2

Ici les tranches d’ordonnancement sont des segments deD. Elles seront appelées dans
la suitesegments d’ordonnancement.Suivant la direction deλ, nous considérons deux cas.

Cas 1.λ est colinéaire à un vecteurel de la base canonique
Soit s un vecteur qui désigneeh ou −eh, où h 6= l. Nous présentons ici un pré-

traitement par re-indexation qui permet d’obtenir une allocation optimale par la méthode
de projection. L’idée de base de la re-indexation est de translater les segments d’ordon-
nancement suivant la directions de manière à localiser les points deFront(D, s) sur
l’axe défini parel. Pour ce faire, nous utilisons la fonction de re-indexationPh,D :

Ph,D(z) = Ph,D(zs,D) + (z − zs,D)

Ceci est équivalent à :
Ph,D(z) = zs + (et

h(z − zs,D))eh [1]

la fonctionPh,D corresponds à une translation par morçeaux. Il est facile devoir que
Ph,D correspond à une fonction de re-indexation valide, i.e. quePh,D est injective. Nous
avonsPh,D(z) = (et

1(z − zs,D), et
2z)t pourh = 1 etPh,D = (et

1z, et
2(z − zs,D))t pour

h = 2.
La fonction de re-indexationP1,D est illustrée à la figure 1. Dans cette figure, la pro-

jection du domaineD′ = P1,D(D) suivant la directione2 conduit à une allocation opti-
male. Dans cet exemple, la fonction de re-indexationP1,D améliore le parallélisme de la
méthode de projection par rapport au graphe de dépendances initial. En effet, la projection
du domaine initialD suivant n’importe quelle direction ne conduit pas à une allocation
optimale.

Proposition 2 [10] Nous avons soitet
h(z − zs,D) ≥ 0 pour toutz ∈ D, soit et

h(z −
zs,D) ≤ 0 pour toutz ∈ D.

Proposition 3 [10] La projection deD′ suivantel conduit à une allocation optimale.

Dans le réseau correspondant, les opérations d’E/S sont effectuées par un PE loca-
lisé à une des extrémités du réseau si les points associés à ces opérations appartiennent à
Front(D, s).

Cas 2. Aucun vecteur de la base canonique n’est colinéaire àλ.
Nous ramenons problème au cas précédent. A cet effet, nous appliquons au domaine

initial D une fonction de re-indexationq qui conduit à une nouveau vecteur d’ordonnan-
cement qui est parallèle àel. Pour ce faire, notons d’abord queel = U−tλ pour une
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certaine matrice unimodulaireU d’ordre2 puisque les colonnes deet
l et celles deλt gé-

nèrent le même treillis [?]. De la proposition 1 nous posonsq : z → Uz. Le nombre de
PEs est minimisé en appliquant la stratégie d’allocation définie pour le cas 1 au nouveau
domaine d’indexationD′ = q(D).

3.2. Cas des domaines de dimension n ≥ 3

Étant donné deux vecteurs unimodulaires et linéairement indépendantsv1 = x1e1+ ... +
xnen et v2 = y1e1 + ... + ynen, nous montrons comment les tâches des< v1, v2 >—
tranches peuvent être séparément affectées aux PEs de manière à minimiser le nombre de
PEs sur chaque< v1, v2 >—tranche. A cet effet, comme dans la méthode de partitionne-
ment [14, 16], notre point de départ est de partitionnerD en< v1, v2 >—tranches notées
D1, D2, D3, ... ,Dr. Cependant, pour chercher une allocation qui minimise le nombre de
PEs sur chaqueDi, nous procédons d’une différente. Nous effectuons un pré-traitement
par re-indexation qui fournit une direction de projection qui affecte séparément les tâches
de chaque trancheDi aux PEs de manière à minimiser leur nombre pour chaque tranche.
Notons que siv1 etv2 sont parallèles aux surfaces d’ordonnancement le nombre minimal
de PEs requis par chaque< v1, v2 >—tranche est égal à son cardinal. Ceci nous amène à
supposer que les< v1, v2 >—tranches ne sont pas parallèles aux surfaces d’ordonnance-
ment, i.eλtv1 6= 0 ouλtv2 6= 0. Dans ce qui suit, nous supposons queλtv2 6= 0. Suivant
la direction du vecteur d’ordonnancementλ nous considérons deux cas.

Cas 1.λ est colinéaire à un certainel

Sous-Cas 1.1.Les< v1, v2 >—tranches sont parallèles à un certaineh avech 6= l.
Supposons ques désigne soiteh, soit −eh. Ici nous généralisons la fonction de re-

indexation définie par l’équation (1). L’idée qui sous-tendcette généralisation est de lo-
caliser les points deFront(D, s) sur l’hyperplan de dimensionn − 1 et d’équation car-
tésienneet

hz = 0 de manière à maintenir chaque point deD sur sa surface d’ordonnance-
ment et sur son plan de support de sa< v1, v2 >—tranche. Pour ce faire, nous utilisons
la fonction de re-indexationPh,D :

Ph,D(z) = zs+(et
h(z−zs,D))eh = (et

1z, ..., et
h−1z, et

h(z−zs,D), et
h+1z, ..., et

nz)t [2]

Il est facile de voir quePh,D est une fonction de re-indexation valide. Elle agit de ma-
nière similaire sur chaque< v1, v2 >—tranche. SurDi elle ramène tous les points de
Front(Di, s) à l’intersection du plan de support deDi et de l’hyperplan de dimension
n − 1 et d’équation cartésienneet

hz = 0. Ceci entraîne quePh,D(Front(Di, s)) est
parallèle au vecteurv2 − yheh.

Proposition 4 [10] La projection deD′ = Ph,D(D) suivant la directionv2−yheh affecte
séparément les points de chaque< v1, v2 >—tranche=< eh, v2 − yheh >—tranche aux
PEs de manière à minimiser leur nombre sur chaque< eh, v2 − yheh >—tranche.
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La proposition 4 montre que la projection deD′ = Ph,D(D) suivant la direction
v2−yheh conduit à un réseau dont le nombre de PEs est minimisé suivantla directioneh,
i.e. pour chaque ligne de PEs de directioneh il existe une date pour laquelle tous les PEs
sont simultanément actifs. Comme mentionné plus haut dans le cas particulier oùD est
de dimension2, le réseau obtenu est tel que les opérations d’E/S sont effectuées par des
PEs situés à la frontière du réseau si toutes les tâches d’E/Sappartiennent àFront(D, s).
Une telle propriété est chère aux implémentations VLSI.

Sous-Cas 1.2.Les< v1, v2 >—tranches ne sont pas parallèles à un certaineh oùh 6= l
Ici nous effectuons une re-indexation qui ramène le problème au sous cas 1.1. L’idée

qui sous-tend cette re-indexation est de transformer une trancheDi en une nouvelle
tranche parallèle à un certaineh, avech 6= l, et ceci de manière à laisser inchangé le
vecteur d’ordonnancementλ [10].

Cas 2. Aucun vecteur de la base canonique n’est colinéaire àλ.
Nous effectuons une re-indexation pour ramener le problèmeau cas 1. Pour ce faire,

nous considérons une fonction de re-indexationq qui conduit à une nouveau vecteur d’or-
donnancement qui est parallèle à un certainel [10].

4. Comparaison avec d’autres méthodes

Soit λ un vecteur d’ordonnancement. Soientv1 = x1e1 + ... + xnen et v2 =
y1e1 + ... + ynen, deux vecteurs unimodulaires et linéairement indépendants tels que les
< v1, v2 >—tranches ne sont pas parallèles aux surfaces d’ordonnancement. Dans toute
la suite,NPE(ξ, D) désigne le nombre de PEs obtenu en projetant le domaineD suivant
la directionξ etNPE(ξ, D, γ) (resp.NB(ξ, D, γ)) désigne le nombre de PEs obtenu en
appliquant la méthode de groupement linéaire (resp. la méthode de re-allocation) suivant
la directionγ au réseau obtenu en projetant le domaineD suivant la directionξ.

Proposition 5 [10] Si λ est colinéaire à un certainel et les< v1, v2 >—tranches sont
parallèles à un certaineh avecl 6= h, alors nous avonsNPE(v2 − yheh, Ph,D(D)) ≤
NPE(v2, D, eh) ≤ NPE(v2, D).

4.1. Deux résultats de comparaison forts

Ici, nous établissons deux résultats de comparaison forts entre la nouvelle approche
d’allocation et les méthodes de projection et de groupementlinéaire. Pour simplifier la
présentation, nous supposons sans perte de généralité que le vecteur d’ordonnancement
satisfaitλ = en. Il vient quet = [en, α]. NotonsD(0) = D, D(h) = Ph,D(h−1)(D(h−1))

avech ∈ {1, 2, ... n − 1} et supposons queD(h−1) est convexe suivant la direction
eh. Considérons un vecteur unimodulaireξ = ξ1e1 + ξ2e2 + ... + ξnen qui définit
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une direction de projection valide. Puisqueλ = en, nous avonsξn 6= 0. Notonsξ(h),
h ∈ {0, 1, 2, ... n−1}, un vecteur unimodulaire qui est colinéaire au vecteurξh+1eh+1+
ξh+2eh+2 + ... + ξnen.

Corollaire 1 [10] NPE(D(n−1), λ) ≤ NPE(D(0), ξ) pour toutξ tel queλtξ 6= 0.

Ce corollaire exprime donc un résultat de comparaison fort entre la nouvelle méthode
d’allocation et la méthode de projection.

Theorème 1 [10]

NPE(D(n−1), λ) ≤
1

|λtξ|
NPE(D(0), ξ) +

h=n−2∑

h=0

Θ(nlh)

pour toutξ tel queλtξ 6= 0 oùnlh est le nombre de< eh+1, ξ
(h) >–tranches deD(h).

Le théorème 1 exprime un résultat de comparaison fort entre la nouvelle méthode d’al-
location et la méthode de groupement linéaire. Comparé à d’autres méthodes d’allocation,
il n’existe pas de résultat de comparaison fort et connu entre la méthode de re-allocation
et la méthode de groupement linéaire, ni entre la méthode de partitionnement et la mé-
thode de groupement linéaire. De même, il n’existe pas de résultat de comparaison fort et
connu entre la méthode de re-allocation et la méthode de projection, ni entre la méthode
de partitionnement et la méthode de projection.

5. Conclusion

Dans ce papier, nous avons introduit formellement une nouvelle appoche d’alloca-
tion des tâches d’un graphe de dépendances aux PEs d’une architecture régulière. Cette
nouvelle méthode d’allocation est basée sur un pré-traitement par ré-indexation guidé par
des propriétés de convexité du graphe de dépendences.. Cette nouvelle méthode constitue
en réalité une réponse positive à la question de l’automatisation de la méthode de par-
titionnement bien que connue pour sa puissance dans la synthèse des réseaux réguliers
[9, 10, 14, 16]. Le pré-traitement améliore le parallélismede la méthode de projection par
rapport au domaine d’indexation initial. Il permet aussi d’affecter les noeuds d’entrée et
de sortie aux PEs localisés à la frontière du réseau. Cette possibilité intéressante permet
d’éliminer un temps supplémentaire dû au chargement et au déchargement du réseau. A
cet effet, il convient de noter que les problèmes de chargement/déchargement du réseau
peuvent ralentir significativement l’exécution du réseau s’ils ne sont pas gérés convena-
blement [6, 7]. Cette nouvelle méthode est simple et peut être intégrée dans les outils de
synthèse (semi)-automatique.
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