Une Approche itérative pour 'allocation des
taches sur réseaux réguliers

Clémentin Tayou Djameghi— Patrice Quintofi — Sanjay Rajopadhy®&
— Tanguy Rissét™ — Maurice Tchuent&™*

* Faculté des Sciences, B.P 069 Dschang, Cameroun, dtayd@gam
** IRISA, Campus de Beaulieu, 35042 Rennes-Cedex, France

*** Colorado State University, Fort Collins CO, USA 80523-1873
**LIP, ENS-Lyon, 69364 Lyon Cedex 07, France

Faculté des Sciences, Yaoundé, Cameroun

*kkkk

RESUME. Ce papier introduit formellement une nouvelle approche d’allocation des taches d’un graphe
de dépendences associé a une fonction de temps affine aux processeurs d’une architecture réguliere.
Lapproche proposée ici est basée sur des transformations par re-indexation qui accroissent le paral-
Iélisme potentiel de la plus faible des méthodes d’allocation, la méthode de projection. Lapproche
proposée est automatisable. De plus, elle conduit & des résultats de complexité plus intéressants que
ceux donnés par d’autres approches.

ABSTRACT. This paper address the issue of mapping DAGs associated with affine timing func-
tions onto regular arrays. This transformation is used in the design (or compilation) of highly parallel
embedded systems such as VLSI systolic arrays. In this paper, we formally introduce an allocation
method based on a pre-processing by re-indexation that transforms the initial DAG into a new one that
enables the projection method to minimize the number of processors along a number of directions.
Compared to previous allocation methods this new allocation method provides better results, in term
of the overall number of processors. Furthermore, for two-dimensional DAGs it systematically leads
to space-optimal designs. For DAGs of upper dimension it systematically leads to designs for which
the space complexities are bounded by the best space complexity that both the projection method
and the so-called grouping method can give for the initial DAG.

MOTS-CLES : Systéme embarqué et paralléle; réseau régulier;fonction de temps; fonction d’alloca-
tion; complexité en temps et en surface; re-indexation; graphe de dépendences

KEYWORDS : parallel embedded system; regular array;timing function; allocation function;space-
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1. Introduction

Ce papier étudie le probleme d’allocation des taches d'aplyg de dépendances as-
socié a une fonction de temps affine sur réseaux réguliegs, @v accent particulier sur
I'optimisation en nombre de processeurs (PEs). C'est gunsipour situer notre contribu-
tion par rapport a I'état de I'art, nous présentons les nddlal’allocation précédemment
proposeées :

1) Méthode de Projection[13, 15, 18]. Ceci correspond aux allocations linéaires.
Le principal défaut de cette méthode provient de la soussaiion des PEs du réseau
[1, 3]. Dans[18, 15, 11] les auteurs utilisent des techrégleeprogrammation en nombres
entiers pour trouver une direction de projection optim@lependant, I'allocation linéaire
correspondante peut ne pas étre optimale.

2) Méthode de Groupement Linéaire(ou Clustering)3]. L'objectif de cette mé-
thode est de réduire le nombre de PEs d'un réseau obtenuipéttede de projection en
fusionnant des groupes d&'¢| PEs voisins dont les dates d’occupation sont distinctes.
Ce qui permet de réduire le nombre de PEs d'un facteun\g. ou \ est le vecteur
d’ordonnancement &tla direction de projection. Le nouveau réseau ainsi obtshiloe
calement connecté et chaque processeur est actif & chagaetiantre ses dates de début
et de fin d’exécution des taches. Cependant, bien que cefteété soit intéressante, elle
n'implique pas I'optimalité en nombre de PEs. Un autre diéd@.cette méthode provient
de ce qu’elle s’applique uniqguement dans le cafég| > 2.

3) Méthode de ré-allocation[1]. Comme dans la méthode de groupement, I'ob-
jectif de cette méthode est de réduire le nombre de PEs dagatgobtenu par la méthode
de projection. Pour ce faire, le réseau initial est pariiti® en un ensemble de segments
paralléles a une direction appeld@ection de partitionnementes taches de chaque
segment sont a nouveau affectées aux PEs de ce segment dgar@aniinimiser leur
nombre. Il va s’en dire que cette méthode cherche a mininkéseombre de PEs sur
chaque< &,p >—tranche (Section 2) du graphe de dépendancesg, sl la direction
de projection ep la direction de partitionnement. Cette approche gardoptimalité en
nombre de PEs sur chaque segment. Cependant, ceci n'irapias que le réseau est
optimal en surface.

4) Méthode de Groupement Généralisg¢17, 3]. Partant d’'un graphe de dépen-
dances associé a une fonction de temps affine, on déterminganche d’ordonnance-
mentM de cardinalité maximale et on affecte les tAches aux PEslitensn fusionne
des PEs qui ne sont pas actifs au méme moment et qui sont &luqud’eux a recu
une tache dé/. Ceci permet de minimiser le nombre de PEs. Malheureuseleeng-
groupements des PEs distants introduisent souvent des woicetions distantes ou des
irrégularités dans le réseau, ce que nous cherchons a @siterce papier. Un autre dé-
faut de cette méthode provient de ce qu’elle est difficile thrmatiser. Ce qui constitue
un frein pour son intégration dans les outils de synthéseijseutomatique.
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5) Méthode de Partitionnement[14, 16]. Le point de départ de cette méthode est
de partitionner le graphe de dépendance indfi@n un ensemble de sous-graphes qui sont
construits de deux manieres : 1. Soit directement en corasitiBintersection dé5 avec
un ensemble d’hyperplans paralléles. Dans le cas ou leghlgpe sont de dimension
deux, I'approche corresponds a la méthode de ré-alloc&idBoit de maniére récurrente
en considéran&@ comme un empilement de couches successives. La i-éme caljche
étant constituée de points de la frontiére du graphe obtersweprimant tous les points
desi — 1 premiéres couches, i.e. les couchigs; < . Ensuite les taches de chaque sous-
graphe sont affectées aux processeurs de maniére & minlmisembre de processeurs
dans chaque sous-graphe.

Toutes ces méthodes d’allocation ne garantissent pasriiafite en surface. La plus
faible des méthodes d’allocation, en terme de capacitédlectivon du nombre de PEs,
est la méthode de projection, et les plus intéressantedesmntiéthodes de groupement
linéaire, de re-allocation et de partitionnement.

Ici, nous introduisons formellement une nouvelle appratadlocation basée sur un
pré-traitement par re-indexation qui transforme le doreaiiitération de départ en un
nouveau domaine qui se préte mieux a la méthode de projemtidg@rmes de réduction
du nombre de PEs. Il convient de noter que cette approchiechdion a été introduite
pour la premiére fois dans [7, 8], mais d’'une maniére intaitNotons également que les
transformations par ré-indexation ont déja été utilisémsr @tteindre d’autres objectifs
d’optimisation, notamment en parallélisation automagiffy 5, 12]. Ici, I'objectif d’op-
timisation visé est 'augmentation du parallélisme de ldhnde de projection.

L'approche présentée ici est automatisable. Elle donneréladtats meilleurs, en
termes de nombre de PEs, par rapport a d’autres méthodéscdtbn. C’'est ainsi que
nous établissons urésultat de comparaison fodntre cette approche et les méthodes
de projection et de groupement linéaire. Cette nouvelleage d'allocation constitue
en réalité une réponse positive a la question de l'autoataiis de la méthode de par-
titionnement bien que connue pour sa puissance dans laésmttes réseaux réguliers
[9, 10, 14, 186].

La suite est organisée comme suit. La section 2 introduiigyies définitions et nota-
tions. La section 3 présente formellement la nouvelle agipral’allocation. La section 4
compare cette approche a d’autres méthodes. La sectionchutoa papier.

2. Définitions et notations

Définition 1 Un vecteur est unimodulaire si ses composantes sont preraigre eux.
Etant donné un vecteur unimodulaireun domaineD est dit convexe suivant la direction
s si son intersection avec tout segment paralléle a la dicecti correspond soit a un
ensemble vide, soit a un segment. Le domainest dit convexe s'il est convexe suivant
toutes les directions. Sb est convexe suivant une directisnnous appelons frontiere
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el

Figure 1. lllustration de la fonction de re-indexation P, p

de D suivant la directions, tout sous ensemble de défini par Front(D,s) = {z €
D|z+s¢ D}.

Définition 2 Etant donné deux vecteurs linéairement indépendants v, nous appe-
lons tranche de directior: vy, vy >, Notée< vy, vy >—tranche, d'un domain® toute

intersection deD avec un plan de directior. v, vy >, i.e paralléle aux vecteurs, et

vo. Un tel plan est appelé plan de support de la tranche.

Proposition 1 [10] Une fonction de re-indexation de la forme— Uz + zp, ouU est
une matrice constante d’ordreet z; un point constant d&”, transforme la fonction de
temps affing), o, t(z) = A’z + «, en une nouvelle fonction de temps affitie ‘ \, o —
)\tU_lzo].

seg(z1, z2) désigne le segment d’extrémitéset z,. Etant donné un vecteur unimodulaire
s etun pointz d'un domaineD de dimensiom et convexe suivart, nous notons paf; p
'unique point deF'ront(D, s) appartenant & la ligne définie par le vecteet le pointz

et parz, la projection du point suivants sur I’hyperplan de dimensiofr — 1) qui est
orthogonal & et qui contient le point nul0, 0, 0, ..., 0)t € Z™.

3. Présentation de la méthode

Ici nous montrons comment appliquer la re-indexation pdutenir des domaines
d’itération bornés et de dimensiona partir desquels on peut obtenir par projection des
réseaux qui minimisent le nombre de PEs suivant plusievestitins. Partant du fait que
la méthode de projection suppose que les points ayant une méta d’exécution appar-
tiennent a un méme hyperplan de dimension (n-1) qui est moalple a la direction de
projection, nous considérons uniguement les fonctiongdedexation qui assurent cette
propriéte.

NotonsD, un domaine qui borné et de dimensierPosong = |\, o], t(z) = A'z+a.
Pour simplifier la présentation, nous supposonsiges normalisée, i.e\ est unimodu-
laire. Notons< eq,eq, €3, ... ,e, > la base canonique d&™. Comme dans plusieurs
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travaux liés a cette question, nous supposons que les gartbrdonnancement sont
convexes.

3.1. Cas des Domaines de Dimension 2

Ici les tranches d’ordonnancement sont des segmeriis 8#les seront appelées dans
la suitesegments d’ordonnanceme8Btiivant la direction d&, nous considérons deux cas.

Cas 1.\ est colinéaire a un vecteuk; de la base canonique

Soit s un vecteur qui désigne, ou —ep, OUh # [. Nous présentons ici un pré-
traitement par re-indexation qui permet d’obtenir uneaton optimale par la méthode
de projection. L'idée de base de la re-indexation est deskater les segments d’ordon-
nancement suivant la directionde maniéere a localiser les points dieont(D, s) sur
I'axe défini pare;. Pour ce faire, nous utilisons la fonction de re-indexatiyr :

P p(2z) = Pn,p(2s,p) + (2 — 25,D)

Ceci est équivalent a ;
Ph,p(2) = 25 + (e} (2 — zs,p)Jen [1]

la fonction P, p corresponds a une translation par morgeaux. Il est facikoitejue
Py, p correspond a une fonction de re-indexation valide, i.e. Bug est injective. Nous
avonsPy, p(z) = (e{(z — zs,p),ebz)  pourh = 1 et P, p = (e} z,eb(z — z5,p))" pour
h=2.

La fonction de re-indexatiof; p est illustrée a la figure 1. Dans cette figure, la pro-
jection du domainé’ = P; p(D) suivant la directiore, conduit & une allocation opti-
male. Dans cet exemple, la fonction de re-indexaffpo, améliore le parallélisme de la
méthode de projection par rapport au graphe de dépendanitials En effet, la projection
du domaine initialD suivant n’importe quelle direction ne conduit pas a unecallimn
optimale.

Proposition 2 [10] Nous avons soit! (z — z,,p) > 0 pour toutz € D, soitel (z —
zs,p) < 0 pourtoutz € D.

Proposition 3 [10] La projection deDr suivante; conduit & une allocation optimale.

Dans le réseau correspondant, les opérations d’E/S sarttedes par un PE loca-
lisé a une des extrémités du réseau si les points associépé&ations appartiennent a
Front(D, s).

Cas 2. Aucun vecteur de la base canonique n’est colinéaireda

Nous ramenons probleme au cas précédent. A cet effet, npligamns au domaine
initial D une fonction de re-indexatianqui conduit & une nouveau vecteur d’ordonnan-
cement qui est paralléle &. Pour ce faire, notons d’abord que = U ‘A pour une
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certaine matrice unimodulaifé d’ordre2 puisque les colonnes d¢ et celles de\’ gé-
nérent le méme treillis7]. De la proposition 1 nous posogs z — Uz. Le nombre de
PEs est minimisé en appliquant la stratégie d’allocatidm@épour le cas 1 au nouveau
domaine d’'indexatiotD’ = ¢(D).

3.2. Cas des domaines de dimension n > 3

Etant donné deux vecteurs unimodulaires et linéairemeégandants; = z,e,+ ... +
Tpen €lve = y1e1 + ... + ypen, NOUS montrons comment les taches des;, v, >—
tranches peuvent étre séparément affectées aux PEs deeaméeimiser le nombre de
PEs sur chaque v1, v2 >—tranche. A cet effet, comme dans la méthode de partitionne-
ment [14, 16], notre point de départ est de partitionDlem < v;, vo >—tranches notées
D1, Ds, Ds, ... .D,. Cependant, pour chercher une allocation qui minimise rabre de
PEs sur chaqu®;, nous procédons d’'une différente. Nous effectuons unnaitement
par re-indexation qui fournit une direction de projectian gffecte séparément les taches
de chaque tranch®; aux PEs de maniere & minimiser leur nombre pour chaque teanch
Notons que si;; etv, sont paralleles aux surfaces d’ordonnancement le nombienai
de PEs requis par chaquev;, v, >—tranche est égal a son cardinal. Ceci nous amene a
supposer que les vy, v; >—tranches ne sont pas paralléles aux surfaces d’ordonnance
ment, i.eAlv; # 0 ou My # 0. Dans ce qui suit, nous supposons gée, # 0. Suivant
la direction du vecteur d’'ordonnancementous considérons deux cas.

Cas 1.\ est colinéaire a un certaing;

Sous-Cas 1.1Les< vy, v9 >—tranches sont paralléles a un certajravech # [.

Supposons que désigne soity,, soit —ey,. Ici nous généralisons la fonction de re-
indexation définie par I'’équation (1). L'idée qui sous-teraite généralisation est de lo-
caliser les points dé'ront(D, s) sur I'hyperplan de dimension — 1 et d’équation car-
tésienne:},z = 0 de maniére a maintenir chaque pointdesur sa surface d’ordonnance-
ment et sur son plan de support de<sa;, vo >—tranche. Pour ce faire, nous utilisons
la fonction de re-indexatiof, p :

thD(Z) = Z8+(€];L(Z_ZS7D))6}L = (efiz7 ---562712"7 62(2_Z57D)7€];L+1Z7 ceey ezz)t [2]

Il est facile de voir queP;, p est une fonction de re-indexation valide. Elle agit de ma-
niére similaire sur chaque v;,v, >—tranche. SutD; elle raméne tous les points de
Front(D;, s) & l'intersection du plan de support d& et de I'hyperplan de dimension
n — 1 et d’équation cartésienng = = 0. Ceci entraine qué, p(Front(D;,s)) est
paralléle au vecteur, — yney,.

Proposition 4 [10] La projection deD/ = P}, p(D) suivant la directiorv, —yp,e), affecte

séparément les points de chague, vo >—tranche=< ¢;,, vo — ype;, >—tranche aux
PEs de maniére a minimiser leur nombre sur chaque,, v2 — yne; >—tranche.
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La proposition 4 montre que la projection d& = P, p(D) suivant la direction
ve — ypep conduit a un réseau dont le nombre de PEs est minimisé siavdinéctioney,,
i.e. pour chaque ligne de PEs de directignl existe une date pour laquelle tous les PEs
sont simultanément actifs. Comme mentionné plus haut @gacad particulier oD est
de dimensior?, le réseau obtenu est tel que les opérations d’E/S sontedfes par des
PEs situés a la frontiére du réseau si toutes les taches difp@tiennent &'ront(D, s).
Une telle propriété est chere aux implémentations VLSI.

Sous-Cas 1.2les< vy, vo >—tranches ne sont pas paralléles a un ceetgiou h # [

Ici nous effectuons une re-indexation qui ramene le problamsous cas 1.1. L'idée
qui sous-tend cette re-indexation est de transformer useclre D; en une nouvelle
tranche paralléle a un certainy, avech # I, et ceci de maniére a laisser inchangé le
vecteur d’'ordonnancemeA{10].

Cas 2. Aucun vecteur de la base canonique n’est colinéaireXa

Nous effectuons une re-indexation pour ramener le probk&meas 1. Pour ce faire,
nous considérons une fonction de re-indexatiopi conduit a une nouveau vecteur d’or-
donnancement qui est paralléle a un certaifi0].

4. Comparaison avec d’autres méthodes

Soit A un vecteur d'ordonnancement. Soient = x1e; + ... + xpe, €tve =
e+ ... +ynen, deux vecteurs unimodulaires et linéairement indépersdets que les
< wp,v9 >—Ttranches ne sont pas paralléles aux surfaces d’ordonmemteDans toute
la suite, N PE(¢, D) désigne le nombre de PEs obtenu en projetant le doniasgvant
la direction¢ et NPE(E, D, ~y) (resp.NB(&, D, v)) désigne le nombre de PEs obtenu en
appliquant la méthode de groupement linéaire (resp. laodétide re-allocation) suivant
la directiony au réseau obtenu en projetant le domdihsuivant la directiorg.

Proposition 5 [10] Si X est colinéaire a un certain; et les< vy, vy, >—tranches sont
paralléles & un certaire;, avecl # h, alors nous avon®V PE (v — ypep, Ph,p(D)) <
NPE(va,D,ep) < NPE(vq, D).

4.1. Deux résultats de comparaison forts

Ici, nous établissons deux résultats de comparaison fatte & nouvelle approche
d’allocation et les méthodes de projection et de groupetireddire. Pour simplifier la
présentation, nous supposons sans perte de généralité gaetéur d’ordonnancement
satisfaitA = e,. Il vient quet = [e,,, a]. NotonsD(®) = D, D) = P, -1y (D)
avech € {1, 2, ... n — 1} et supposons qu®("~1) est convexe suivant la direction
en. Considérons un vecteur unimodulafe= &1eq + &ex + ... + &ne, qui définit
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une direction de projection valide. Puisgde= e,,, nous avonsg, # 0. Notons&()
h €{0, 1, 2, ... n—1}, un vecteur unimodulaire qui est colinéaire au vectgys ey 1+
Entoehto + ... + Enen.

Corollaire 1 [10] NPE(D™=Y X\) < NPE(D©®  ¢) pour touté tel querté £ 0.

Ce corollaire exprime donc un résultat de comparaison fareda nouvelle méthode
d’allocation et la méthode de projection.

Theoréeme 1[10]

h=n—2

NPEMD™ Y )) < |)\t£|NPE DO &)+ Z O(nly)

pour tout¢ tel queA’s # 0 olinly, est le nombre de ey, 1, £ >—tranches deh(®)

Le théoreme 1 exprime un résultat de comparaison fort emtrelivelle méthode d’al-
location et la méthode de groupement linéaire. Comparéurdsméthodes d’allocation,
il n’existe pas de résultat de comparaison fort et connuedatméthode de re-allocation
et la méthode de groupement linéaire, ni entre la méthodad@ignnement et la mé-
thode de groupement linéaire. De méme, il n’existe pas ddted¢sle comparaison fort et
connu entre la méthode de re-allocation et la méthode degdion, ni entre la méthode
de partitionnement et la méthode de projection.

5. Conclusion

Dans ce papier, nous avons introduit formellement une ritia@poche d’alloca-
tion des taches d’'un graphe de dépendances aux PEs d'uriectate réguliere. Cette
nouvelle méthode d’allocation est basée sur un pré-traitemar ré-indexation guidé par
des propriétés de convexité du graphe de dépendences. nBettelle méthode constitue
en réalité une réponse positive a la question de l'autoataiis de la méthode de par-
titionnement bien que connue pour sa puissance dans laésmttes réseaux réguliers
[9, 10, 14, 16]. Le pré-traitement améliore le paralléliseda méthode de projection par
rapport au domaine d’indexation initial. Il permet aussiftEcter les noeuds d’entrée et
de sortie aux PEs localisés a la frontiere du réseau. Cesslplité intéressante permet
d’éliminer un temps supplémentaire di au chargement et cluadlgement du réseau. A
cet effet, il convient de noter que les problémes de chargédéchargement du réseau
peuvent ralentir significativement I'exécution du réseds se sont pas gérés convena-
blement [6, 7]. Cette nouvelle méthode est simple et peatidtégrée dans les outils de
synthése (semi)-automatique.
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